VASSEUR EMMANUEL
TPL 22/10/2007

Devoir maison de
mathématiques

1 Exercice:

1.1 Résoudre, dans I’ensemble Cdes nombres complexes, I’équation
(E":Z*+Z+1=0.

22+ Z+1=0
A= —4dxaxec=1—-4x1x1=-3

A < 0 = deux solutions dans C

 —b4ivV-A  —1+iV3

7 =

2a 2
g0 —b—ivV/-A —1-1iV3
2= 2 - 2

L’ensemble des solutions de I'équation (E’) : Z? + Z + 1 = 0 est donc :

S:{—1+i 3 —1—¢\/§}

2 ’ 2

1.2 Soit Z; la solution de 1’équation (E£’) dont la partie imagi-
naire est positive

1.2.1 Montrer que Z; = (11Y3)2

1+iv3., 1+2iV/3-3
2 ) = 4

—2+42iV/3
4

~14iV3
2

:Z1

(

Donc Z; = (L2032,

1.2.2 En déduire les solutions, dans I’ensemble des nombres complexes, de
’équation 2% = Z;.
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1+iv3

2 2
&2 =
2= (—5)
1+4v/3 —1-iv3
@z:Touzzf

1.2.3 Ecrire ces solutions sous forme exponentielle.

La forme exponentielle de z est 2 = px e'?. Déterminons p et 6 pour les deux
valeurs de z possibles (celles trouvées en réponse a la question précédente) :

_ 144V3 .
Pour z = V3 ¢
p=vri+y? =1
e_x _1 - A
cos =5 =35 :gzg[gﬂ7zze?
: y V3
sinf = = = —
p 2
Pourz:%i‘/g:
p=a2+y? =1
cosf = f = 71 2 —2im
P 2 :>9:*?[27T],Z:6 3
. y V3
sinf = = =——
p 2

1.3 Soit Z, I’autre solution de 1’équation (£’).
1.3.1 Déterminer le module et un argument de Zs.

On procede de la méme maniere qu’a la question précédente : on exprime
Z, sous la forme Z, = p x €% :

p =%+ y? =1

‘a_x 1 or .

osr=5 T2 =—lrl Z=e
. y V3
sinf = = =——
p 2

1.3.2 Montrer que si z est solution, dans I'ensemble Cdes nombres com-
plexes, de ’équation 22 = 75, alors le module de z égale 1.

Deux complexes sont égaux si et seulement si leurs modules sont égaux
et leurs arguments sont égaux a 27 pres. On s’intéresse aux modules, on peut
donc écrire I'équation suivante :

2] = | Ze]
e =1
sz =1
&lzl=1oulz| = -1
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Or un module, par sa définition, est toujours positif. La seconde solution, |z| =

—1 est donc impossible. On a donc démontré que toute solution z de 1’équation

2? = Zy a pour module |z| = 1.

1.3.3 On pose z = ¢, ot § est un nombre réel de l'intervalle | — ;7).
Déterminer les deux valeurs de 0 telles que 2% = Z.

On part de la méme constatation qu’a la question précédente : deux com-
plexes sont égaux si et seulement si leurs modules sont égaux et leurs argu-
ments sont égaux a 2w pres. Cette fois, on s’intéresse aux modules de ces deux
complexes en utilisant la formule de De Moivre :

22 = ZQ [271']
1.3.4 En déduire les formes algébriques des solutions dans l’ensemble des
nombres complexes de I’équation 22 = Z,.

1.4 Donner les solutions, dans 1’ensemble des nombres com-
plexes, de I’équation (F).

1.5 Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O; @, ¥), d"unité

6 cm.
1.5.1 Construire les points A4, B, C, et D d’affixes respectives z4 = % + i?,
ZBp = —%—FZ‘?,Zc =zpetzp =74
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1.6 Interprétation des résultats graphiques

1.6.1 Calculer 2. En déduire une rotation 1 de centre O qui transforme A

en D.
ZD %A
ZA a ZA
n ZA X ZA
_ 2?2 —y? — zyi
B x2 4 12
13 _ .. V3
_ 11 "Xy
I, 3
ity
L, V3
_ T3 vX Ty
1
1 V3
=—C- —iX /=
2 2
Exprimons z4 et zp sous leur forme trigonométrique pour trouver leur ar-
gument.
Pza =V r? +y? =1
0 ;v 1 ™
cost,, = =z
A 2 2 :>0ZA:§[27T}
: y V3
sinf,, = = —
2 2
Pzp =V r? +y? =1
0 a ! ™
cos = =z
0., 2 =0, = 75[27r]
. y V3
sinf,, = =——
Pzp 2

Pour passer de z4 a zp, comme ces deux complexes ont le méme module,
ils suffit de transformer leur argument. C’est le r6le d"une rotation. En tournant
de =2™ radians le point A par rapport a O, on obtient le point D.

1.6.2 Quelle est 'image F' du point B par la rotation R?

Déterminons le module et I'argument de B :

pzp =Vat+y? =1

x 1
cosl,, = =—= 2m
i . 20=0., = 3[27r]
. y V3
sin 923 = = 7
zB
Si on ajoute =2 radians a 'argument de zp, on trouve un complexe défini
par zp = p x €'’ avec p = 1 (ne change pas) et § = 6z — =2= = 0[27], Cest a

dire le point de coordonnées (1, 0).
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1.6.3 De quel point B est il 'image par la rotation R?

Le point B est I'image d’un point ayant un argument supérieur de 2* au
sien et de méme module. L'affixe du point antécédent est donc zg = p x e¥
avecp=pp =1let =0p+ 3 =& = =27,

3 3

1.7 Quelle est la nature de chacun des quadrilateres ABOF et
ABCD?

Bonne question...



